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Аннотация
В данном тексте обсуждается графический метод определения знаков коэффициентов многочленов, в частности квадратичных (ax²+bx+c) и кубических (x³+ax²+bx+c) функций, с использованием концепции касательной в точке x=0. Традиционные методы, особенно для определения коэффициента b в квадратичной функции, часто приводят к ошибкам. Автор предлагает более простой подход: мысленно или с помощью цифрового инструмента увеличив масштаб графика вблизи точки пересечения с осью ординат (0, c), можно увидеть, что кривая практически совпадает со своей касательной прямой y = bx + c, угловой коэффициент которой непосредственно указывает на знак b. Этот принцип распространяется и на кубические многочлены, где знак коэффициента a определяется тем, лежит ли график вблизи x=0 выше (a>0) или ниже (a<0) этой касательной. Обсуждение этих идей может послужить пропедевтикой для формального введения понятия производной в курсе математического анализа.
Abstract
The article discusses a graphic method for determining the signs of coefficients of polynomial, specifically for quadratic (ax²+bx+c) and cubic (x³+ax²+bx+c) functions, using the concept of a tangent line at x=0. The author argues that traditional methods, especially for coefficient b in quadratics, are prone to error, and proposes a simpler approach: by mentally or digitally zooming in on the graph near the y-intercept (0, c), the curve approximates its tangent line, y = bx + c, whose slope directly reveals the sign of b. The same principle is extended to cubic polynomials, where the sign of coefficient a is determined by whether the graph near x=0 lies above (a>0) or below (a<0) this tangent line. The discussion serves as an introduction to the calculus concept of a derivative.
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1С:Математический конструктор (МК) позволяет по-новому посмотреть на старые задачи и даже обобщить их. Например, вот известное задание по алгебре 9 класса: по данному эскизу графика квадратичной функции [image: image2.emf]


𝑦 = 𝑎𝑥! + 𝑏𝑥 + 𝑐  










 определить знаки коэффициентов a, b, c. 
Обычно коэффициенты [image: image4.emf]
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 и [image: image6.emf]
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 вопросов не вызывают: старший коэффициент показывает направление «ветвей» параболы: если [image: image8.emf]


𝑎 > 0  










, то вверх, а если [image: image10.emf]


𝑎 < 0  










, то вниз. Свободный член [image: image12.emf]
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 равен ординате точке пересечения графика с осью [image: image14.emf]
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, поэтому знак [image: image16.emf]
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 по эскизу определить легко.

А вот с коэффициентом [image: image18.emf]
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 дело обстоит сложнее. Обычно его определяют через координату [image: image20.emf]
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 вершины параболы. В самом деле, [image: image22.emf]
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 значит, [image: image24.emf]


𝑏 = −2𝑎𝑥!  










. Зная знаки [image: image26.emf]
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 и [image: image28.emf]
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, можно определить знак [image: image30.emf]


𝑏  










. Однако опыт показывает, что, даже помня все формулы, школьники часто путаются и дают неверный ответ.

Но есть способ проще! Давайте рассмотрим график функции [image: image32.emf]


𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥! + 𝑏𝑥 + 𝑐  










 в МК. Зададим [image: image34.emf]


𝑎	и	𝑏,  










 отличные от нуля (скажем, [image: image36.emf]


𝑎 = 𝑏 = 1  










). Это можно делать с помощью ползунков [image: image38.emf]


𝑎, 𝑏, 𝑐  
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Начнём увеличивать масштаб, приближая точку [image: image40.emf]


(0; 	𝑐)  










. Это можно делать стандартными инструментами МК, но удобнее использовать инструмент, сделанный специально для этой модели — прямоугольную «лупу». В центре «лупы» всегда находится точка [image: image42.emf]
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 графика, двигать «лупу» можно за большой жёлтый кружок, а увеличение регулируется ползунком. Увидим, что с какого-то момента участок графика, видимый нам, становится очень похож на прямую. Почему так происходит? Дело в том, что мы рассматриваем область, в которой [image: image44.emf]


|𝑥| ≪ 1  










 (скажем, [image: image46.emf]


|𝑥| < 0,001  










). Это означает, что [image: image48.emf]


𝑥! ≪ |𝑥|  










. То есть в функции [image: image50.emf]


𝑦 = 𝑎𝑥! + 𝑏𝑥 + 𝑐  










 при [image: image52.emf]


|𝑥| ≪ 1  










 главную роль играет [image: image54.emf]


𝑏𝑥 + 𝑐  










, и то, что мы видим, это фактически график [image: image56.emf]


𝑦 = 𝑏𝑥 + 𝑐  
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 Для наглядной проверки давайте построим в том же фрейме график функции [image: image58.emf]


𝑔(𝑥) = 𝑏𝑥 + 𝑐  










 (он уже заготовлен, просто поставим галочку). Мы увидим, что вблизи нуля два графика практически сливаются, и это свойство сохраняется при изменении параметров [image: image60.emf]
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Рис. 1. Квадратный трёхчлен
Но это значит, что мы можем определить знак числа [image: image65.emf]
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 просто как знак углового коэффициента линейной функции: если она возрастает, то [image: image67.emf]


𝑏 > 0  










, если убывает, то [image: image69.emf]


𝑏 < 0  










, а если постоянна, то [image: image71.emf]
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.

Однако вернёмся к задаче определения знака коэффициента [image: image73.emf]


𝑏  










 для трёхчлена. Что делать, если нам дан эскиз графика на бумаге и мы не можем «посмотреть на него в «лупу» вблизи нуля»? Давайте мысленно представим себе, какая прямая вблизи точки [image: image75.emf]


(0; 	𝑐)  










 проходит «ближе всего» к параболе, «прижимается» к ней при [image: image77.emf]
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? Угловой коэффициент этой прямой и есть искомый [image: image79.emf]
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. Саму прямую называют касательной к графику в точке [image: image81.emf]
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Рассуждая аналогично, можно обосновать такое свойство для многочлена любой степени: чтобы определить знак коэффициента [image: image83.emf]
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 многочлена [image: image85.emf]
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, достаточно провести касательную к графику многочлена в точке 0.
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Рис. 2. Кубический многочлен 

А что будет, если приблизить график не вблизи точки [image: image88.emf]


(0; 	𝑐)  










, а вблизи другой точки? Выберем на графике произвольную точку [image: image90.emf]


𝑀(𝑥!; 𝑦!)  










 и рассмотрим её окрестность с помощью той же «лупы». При достаточном приближении график также очень похож на прямую! Эта прямая — касательная к графику функции в точке [image: image92.emf]


𝑥 = 𝑥!  










. Аккуратное обоснование сказанного мы сможем сделать в старшей школе, после знакомства с понятием производной.

Продолжим наше исследование: как по эскизу графика кубической функции определить знаки коэффициентов? Скажем, для функции [image: image94.emf]


𝑦 = 𝑥! + 𝑎𝑥" + 𝑏𝑥 + 𝑐  










? Как и ранее, свободный член [image: image96.emf]
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 определяется как координата точки пересечения графика с осью ординат, а [image: image98.emf]
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 — как угловой коэффициент наклона касательной в этой точке, она же прямая [image: image100.emf]


𝑦 = 𝑏𝑥 + 𝑐  










. Но как быть с [image: image102.emf]
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? Выведем на экран график касательной, будем менять [image: image104.emf]
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 и смотреть на графики. Легко заметить, что если [image: image106.emf]


𝑎 > 0  










, то график вблизи точки касания проходит над касательной, если [image: image108.emf]


𝑎 < 0  










, то под касательной. Если же [image: image110.emf]


𝑎 = 0  










, то по одну сторону нуля график проходит над касательной, а по другую — под (чтобы увидеть это, можно поставить ползунок «Увеличение» на 1). Действительно, при [image: image112.emf]


|𝑥| << 1  










 верно [image: image114.emf]
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, так что вблизи точки [image: image116.emf]
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 знак «добавки» к линейной части [image: image118.emf]
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 определяется только знаком [image: image120.emf]
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. Например, если [image: image122.emf]
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, то [image: image124.emf]


𝑎𝑥! > 0  










 при [image: image126.emf]


𝑥 ≠ 0.  
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